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Avant-propos

Cet aide-mémoire expose toutes les méthodes théoriques et pratiques
permettant de réaliser des calculs de résistance des matériaux.

Le lecteur y trouvera les fondamentaux notamment, avec les rappels des
notions et méthodes de base, des formulaires sur les poutres, les por-
tiques, les plaques et les coques ainsi qu'un chapitre donnant les éléments
essentiels a connaitre dans le domaine du calcul dynamique. De nombreux
exemples et études de cas viennent illustrer chaque méthode permettant de
limiter le recours et la mise en ceuvre des logiciels de calcul aux situations
véritablement complexes.

Entierement actualisée et corrigée avec un souci de cohérence des nota-
tions, cette 10° édition propose une nouvelle mise en pages pour faciliter
la lecture. Les conventions adoptées restent inspirées du domaine du
génie civil (travaux publics, constructions en béton armé...) et présentent
en conséquence des différences de signes et de notations avec celles du
génie mécanique. Un minimum d’attention permettra néanmoins de s’y
retrouver aisément.

Cet ouvrage constitue un support de travail indispensable aux ingénieurs
et techniciens en activité et sera également une référence utile aux étudiants
du domaine.

Les auteurs






Principales notations et conventions de signes

Les principales notations et conventions de signes rencontrées dans le

présent ouvrage sont indiquées ci-apres :

Efforts extérieurs

couple concentrée

lforce, charge concentrée Pou F

/—\

T sens de parcours
réaction d'appui R

o

x9N sS

: force, charge concentrée
: charge répartie

: couple concentré

: couple réparti

: réaction d’appui

Eléments de réduction des forces de gauche

M \")
T| sens de parcours

N

I
fibre tendue

Déformations

- X 2 <

: effort, tranchant

: effort normal

: moment de flexion
: moment de torsion

: translation parallele au sens

de parcours

: translation perpendiculaire

au sens de parcours

: rotation

Xl






en domaine
elastique






Contraintes

et deformations

1.1 Définitions

La Résistance des Matériaux a pour objet 'étude de I’équilibre externe et
interne des solides constituant les constructions. Elle s’applique principale-
ment aux poutres solides comportant une dimension longue devant les
deux autres transversales. La ligne moyenne d’une poutre supporte la
succession de ces sections droites transversales.

resultante génerale

ligne moyenne ‘ o

¥ contrainte

1
l
'
|

s

-
—

moment résultant

Figure 1.1

Cette étude nécessite, d’'une part la vérification de I'équilibre statique,
d’autre part la recherche des valeurs des contraintes et des déformations
propres subies par un corps donné, soumis a un systetme de forces



Théories de base en domaine élastique

extérieures ; parmi ces forces sont comptées les charges permanentes
(comprenant en particulier, le poids propre du corps négligé parfois
devant les autres charges prépondérantes notamment pour les corps de
faible masse), les charges variables dans le temps et les réactions d’appui
(ou forces de liaison) nécessaires a ’équilibre du corps.

Forces intérieures et contraintes

Dans toute section pratiquée dans un solide et en tout point, les forces
intérieures et les contraintes 3 (forces par unité de surface) peuvent
étre déterminées, dans certaines hypothéses énoncées ci-aprés, a par-
tir de la résultante générale et du moment résultant des forces exté-
rieures ; ces deux éléments de réduction se décomposent, au point de
calcul situé au centre de gravité de la section G, en I'effort normal (N)
perpendiculaire au plan de la section, I'effort tranchant (V) agissant
dans le plan de la section, le moment de flexion (M) dans le plan de
la section et le moment de torsion (T) perpendiculaire au plan de la
section.

On distingue pour une contrainte X en un point, les composantes nor-
male o et tangentielle T a la section droite.

Hypotheéses et principes de base

de la résistance des matériaux

1) Les déformations du corps sont supposées trés petites et sans
influence sur l'intensité et la direction des forces appliquées, et sur
les conditions d’équilibre du corps (sauf notamment dans I’étude
des corps sur appuis élastiques et dans I’étude du flambement).

2) Entre deux sections voisines d’une piece prismatique, les variations
de forme et d’étendue de section sont supposées étre trés progressives.
3) La section droite (perpendiculaire a la fibre moyenne) d’une piece
prismatique reste plane apres 'application des forces sur la piece ;
Cest 'hypothese de Navier-Bernoulli.

4) Dans le domaine de Iélasticité de la matiere, les déformations
sont proportionnelles aux contraintes ; c’est la loi de Hooke.
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Contraintes et déformations

5) La généralisation de la loi de Hooke conduit au principe de super-
position des effets des forces, selon lequel I'effet produit par un ensem-
ble de forces est égal a la somme des effets produits par chaque force
considérée isolément.

6) Les contraintes, et par suite les déformations, dans une région
éloignée des points d’application d’un systeme de forces (y compris
des forces de liaisons), ne dépendent que de la résultante générale
et du moment résultant de ce systéme de forces ; C’est le principe
énoncé par Saint-Venant.

1.2 Effets produits par P'effort
normal : traction et
compression simple

Soit une piéce homogene de section constante présentant une aire €2,

uniquement soumise a un effort normal N (traction ou compression) ; la
contrainte normale (de traction ou de compression) est égale a

N

=0 (1.1)

Les fibres longitudinales de la piece subissent un allongement ou raccour-
cissement unitaire égal a

e e (12)

E est appelé module d’élasticité longitudinale ou module d’Young.

Simultanément, la dimension transversale b de la piece subit une variation
relative

%:—V%Z_Vl’ (1'3)
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» v est un coefficient sans dimension, appelé coefficient de Poisson.
» Les valeurs de E et v sont variables suivant la nature des matériaux.

» Notons que pour un matériau homogene, isotrope et incompressible :
v <0,5.

1.3 Effets produits par le moment
de flexion

1.3.1 Flexion plane simple

Considérons une poutre droite a plan moyen, fléchie dans son plan de symé-
trie, soumise uniquement a un moment de flexion M, porté par 'axe Gz

On démontre que la section subit des contraintes normales dont la valeur
est donnée par 'expression :

o= (1.4)

I désignant le moment quadratique de la section par rapport a 'axe Gz.

Le diagramme des contraintes est linéaire et présente des valeurs maximales
sur les fibres les plus éloignées de 'axe Gz ; en flexion plane simple, 'axe
neutre qui correspond aux fibres ne subissant aucune contrainte, est
confondu avec Gz.

(0]
d
. y 0G=R ¢ o(y)
L4 G G’ G G’ y
z X
G v
S| |§’
& dx
Figure 1.2
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Contraintes et déformations

Dans le cas de la figure 1.2, la contrainte maximale de compression
est égale a M/ 1 1a contrainte extréme de traction est égale 3 —M / I
v v’

5 et i sont les modules de flexion de la section.
v

e I 1 . .
Les valeurs caractéristiques /, — et — sont données au chapitre 2 pour les
v v
sections les plus courantes.

La déformation se traduit par une rotation relative des sections S et S’ :

M
do = I dx (1.5)

La fibre moyenne ne subit aucune variation de longueur. Le rayon de
courbure de la fibre moyenne déformée est :

dx _ EI
R=ZF == (1.6)

dp M
Lorsque le moment de flexion est constant, la poutre de moment quadra-
tique constant, initialement droite, prend la forme d’un arc de cercle ;
dans ce cas la flexion est dite circulaire.

1.3.2 Flexion déviée

Lorsque 'axe du moment de flexion M ne coincide pas avec 'un des axes
dits principaux de la section, la flexion est dite déviée. Les axes principaux
sont les deux axes perpendiculaires de la section autour desquels les
moments quadratiques sont extremums. Tout axe de symétrie est axe
principal. Dans le cas d’une flexion déviée, on décompose le moment
M en ses composantes M et M, suivant les axes principaux de section ;
puis, en appliquant le principe de superposition, on obtient la contrainte
normale au point de coordonnées (y, z) :

. Mz_)' _ Myz
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L’axe neutre passe par le centre de surface de la section ; il est défini par
Péquation précédente dans laquelle on écrit o = 0.

Lorsque la section est repérée dans un systeme d’axes Gx'y'z’, avec Gx'
tangent a la ligne moyenne et Gy',Gz’ quelconques dans le plan de la section
droite, les axes principaux Gy et Gz sont repérés par 'angle « tel que :
2y
Iz’ - [}/'
Les moments quadratiques principaux ont pour valeurs :
Iy = Iy cos?0 + Iz sin?0, — Iy'z’ sin 20

tan 200 =

I, = Iy sin?00 + I cos?l + Iy'z' sin 20

1.3.3 Flexion composée (ou flexion plane)

Lorsque le moment de flexion M est accompagné d’un effort normal N, la
section est soumise a la flexion composée (ou flexion plane).

Toujours par application du principe de superposition, on trouve que la
contrainte au point de coordonnées (y, z) est égale a :

N | M, M.
o= 4 M) yE

at L (1.8)

L’axe neutre est défini par Péquation précédente dans laquelle on écrit
o = 0; on voit qu’il ne passe plus par le point G.

Le systeme des forces appliquées a la section est équivalent a une force
unique qui passe par un point G, situé dans le plan de la section, appelé
centre de pression, et dont les coordonnées sont :

M My
.yl_N 1 N

Avec ces nouvelles notations, 'équation de 'axe neutre peut s’écrire :

1
L4 S UL
A I, Q (1.9)
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Il apparait donc que les coordonnées du centre de pression suffisent a
déterminer I'axe neutre.

Lorsque le centre de pression se trouve a I'intérieur d’'un domaine carac-
téristique de la section, appelé noyau central, 'axe neutre est extérieur a
la section et les contraintes sont toutes de méme signe sur toute I'étendue
de la section ; lorsque le centre de pression se trouve sur la frontiére de ce
domaine, 'axe neutre est tangent au contour de la section ; lorsque le centre
de pression se trouve hors du noyau central, 'axe neutre coupe la section et
les contraintes, de part et d’autre de cet axe, sont de signes contraires.

Nous préciserons au chapitre 2, pour les sections courantes, la forme et les
dimensions du noyau central.

Cas des matériaux dont la résistance

a la traction est nulle ou négligeable :

maconnerie, béton non armé, base d’appui d’'une fondation sur le sol.

Dans ce cas, lorsque le centre de pression sort du noyau central, il n’est
plus possible d’utiliser la formule (1.8). Les tables de calcul utilisables
pour les sections rectangulaires, circulaires ou annulaires se trouvent a
la fin du chapitre 2.

Cas particulier de la section rectangulaire

soumise a la flexion composée non déviée.

L’'application de la formule (1.8) conduit, avec :
M);:(), Mz:[\_fyl et [, =—

aux contraintes suivantes :

6M, N
aréte la plus comprimée 0 = — + zz = — (1 + GE) (1.10)
bh bh Q
R } N GMZ N (1 6 }’1) aan
t g == = — 0 .
aréte opposée o 2 Q A
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cette derniére contrainte s’annule pour J; =

6
le centre de pression est hors du noyau central et des contraintes de
traction apparaissent dans la section.

>~

> ; Si y, est supérieur a

y
N N
h
Yi 3(5-w)
h z -t — = -
G é 2
b
Figure 1.3

Dans ce cas, les formules (1.10) et (1.11) ne sont plus applicables a un
matériau ne résistant pas a la traction ; la résultante des contraintes de
compression devant coincider avec le centre de pression, la hauteur de

section comprimée est égale a 3(2] - yl) ; la contrainte sur la fibre la
plus comprimée est :

o 2N
3b(/2? —}/1J (1.12)
1.4 Effets produits par Peffort
tranchant

Relation entre moment de flexion

et effort tranchant

Considérons la poutre droite envisagée dans I'étude de la flexion ; on
démontre que dans une section de la poutre, ou n’agit pas de charge
concentrée ou de couple extérieur, I'effort tranchant V est lié au
moment de flexion par la relation :

dm
& =y
o (1.13)
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1.4.1

Contraintes et déformations

Valeur de la contrainte de cisaillement
y y
¥ )
. G G| (¢
z e > 1 X
d
dx v
s s’ s s’
dx
Figure 1.4

Hypothese simplificatrice

En raison de sa répartition complexe suivant le type de section, on
suppose communément qu’en tout point de la section droite, la
contrainte de cisaillement T est parallele a Gy et que sa valeur ne
dépend pas de z. Si par ailleurs on pose :

b = largeur de la section au niveau ou1 'on calcule T

m = moment statique par rapport a Gz de la partie de la section
située au-dessus du niveau considéré

I = moment quadratique de I'ensemble de la section par rap-
porta Gz,

on trouve que la contrainte de cisaillement est égale a :
Vin
= (1.14)

Lhypothese simplificatrice reste tres satisfaisante pour les sections
massives. Ce n’est pas le cas des sections a parois minces.

Selon le théoreme de Cauchy, la contrainte de cisaillement longitu-
dinale, C’est-a-dire dans le plan horizontal, & la méme valeur que la
précédente.

1
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Leffort de glissement longitudinal par unité de longueur de poutre, au

niveau considéré, est donc égal a Vin

La contrainte de cisaillement est maximale a un niveau qui dépend
de la forme de la section.
Pour chaque forme de section, on peut définir une section réduite Q2

Vv . . .
telle que le rapport — fournit la valeur de la contrainte de cisaille-
ment maximale.

1.4.2 Déformation produite par 'effort
tranchant

Elle se traduit par un déplacement relatif de deux sections voisines S et
§’, distantes de dx, correspondant a une translation dv parallele a effort
tranchant, telle que :

dv 14

dr GO (1.15)

G est le module d’élasticité transversale (ou module de Coulomb), sa
valeur est (matériaux isotropes) :

E

G =20 +v)

(1.16)

Q, est la section réduite a prendre en compte pour le calcul de la défor-
mation d’effort tranchant.

Les valeurs de Q' et Q1 sont données au chapitre B, pour certaines sections
usuelles.
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Contraintes et déformations

1.4.3 Poutre ne possédant pas de plan moyen
de symétrie parallele a ’effort tranchant.
Centre de torsion

Centre de torsion

Lorsqu’une section symétrique par rapport a Gz n’admet pas Gy comme
axe de symétrie, les éléments de réduction qui résultent des contraintes
de cisaillement produites par un effort tranchant V paralléle a G, com-
portent un moment résultant nul non pas au centre de surface G mais en
un point C situé sur 'axe G, appelé centre de torsion.

y
V > [ >
; |
*
A
Hlia
+
=<
Figure 1.5

Si les forces extérieures sont situées dans
le plan parallele a Gy passant par le centre
de torsion, la résultante des contraintes
de cisaillement est équivalente a l'effort
tranchant ; sinon, avec les conventions
habituelles (calcul en G), un moment de
torsion parasite apparait dans la poutre,
et les contraintes de cisaillement corres-
pondantes doivent étre superposées a
celles qui résultent de la formule (1.14).

La position du centre de torsion pour certaines sections particulieres, est
donnée ci-dessous :

Figure 1.6
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