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1.5 Condition de courbure nulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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4.1 Fonctions méromorphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2 Formule des résidus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3 Inversion et sphère de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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7.2 Séries asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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9.1 Définition et propriétés algébriques . . . . . . . . . . . . . . . 95
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9.3 Équations de Riccati et fractions continues . . . . . . . . . . . 99
9.4 Deux exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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11.4 Polynômes orthogonaux et quadrature gaussienne . . . . . . . 129
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14.1 Séries asymptotiques dans un secteur . . . . . . . . . . . . 157
14.2 Sommation de Borel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
14.3 Application au calcul des exposants critiques . . . . . . . . . 161
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Introduction

Cet ouvrage a pour origine le cours d’introduction à la théorie des fonctions
analytiques donné dans le cadre de la licence de physique à partir du premier
semestre de l’année universitaire 1999–2000. Il n’a nullement l’intention de
concurrencer les nombreux ouvrages traitant de ce sujet, mais simplement de
rappeler quelques éléments essentiels de la théorie des fonctions analytiques,
en les replaçant dans un contexte de physique, pour ensuite décrire certaines
techniques numériques où les propriétés d’analyticité jouent un rôle important,
et qui ont trouvé des applications dans la physique moderne.
Le premier chapitre est dédié à des remarques générales sur les intégrales de

contour et champs de vecteurs dans le plan, en préparation pour l’étude des
fonctions analytiques qui suit.
Le chapitre 2 contient une introduction élémentaire à la théorie des fonctions

analytiques.
Le chapitre 3 introduit les séries de Taylor et la représentation de Cauchy.

Le chapitre 4 introduit la notion de singularités isolées et l’application à la
formule des résidus.
Le chapitre 5 contient une discussion des certaines singularités algébriques.
Le chapitre 6 tente d’illustrer les chapitres précédents par le calcul de cer-

taines intégrales classiques. En particulier, cela nous permet de définir la fonc-
tion Γ et de discuter des propriétés des mesures gaussiennes.
Le chapitre 7 contient une discussion de sujets plus spécialisés et peut-être

moins standards.
Nous introduisons une classe de séries de Taylor divergentes et discutons de

leur sommabilité. Ces séries divergentes apparaissent, en particulier, dans le
calcul d’intégrales complexes par une méthode appelée méthode du col, que
nous décrivons.
Quand cela parâıt simple et utile, nous illustrons ces sujets par des appli-

cations en physique.
Les chapitres 8-10 sont dédiés aux approximants de Padé et à un sujet

intimement lié : les fractions continues. Les approximants de Padé sont d’usage
courant en physique dans la mesure où de nombreuses quantités sont obtenues
sous forme de séries faiblement convergentes (ou même divergentes). Une partie
de ces chapitres est issue de l’appendice de ma thèse, qui utilise des appro-
ximants de Padé, et d’exposés reliés. Nous discutons de façon plus détaillée des
propriétés algébriques que des propriétés de convergence. Quelques exemples
illustrent ces méthodes.

Nous décrivons d’abord les approximants de Padé dans le cas de fonctions
analytiques, puis deux types de généralisations : les approximants multi-points
et les approximants pour séries avec coefficients matriciels.
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Dans le chapitre 11, nous définissons les conditions de Herglotz et des fonc-
tions de Stieljes dont nous discutons des propriétés. Nous mettons en évidence
leur relation avec les fractions continues à coefficients positifs.

Les dénominateurs des approximants de Padé correspondants engendrent des
polynômes orthogonaux et sont reliés à la méthode d’intégration numérique
gaussienne. Nous généralisons certaines propriétés aux approximants de Padé
multi-points et matriciels.
Les chapitres 12-13 sont des chapitres applicatifs numériques, introduisant

des méthodes où l’analyticité joue un rôle important. Ces méthodes sont
illustrées par des exemples explicites. Les sujets abordés sont l’intégration
numérique, l’accélération de convergence de suites, la solution d’équations
numériques dans le plan complexe, ou de certaines équations différentielles.
Ainsi nous considérons la détermination du spectre d’équations de Schrödinger
et une équation de Schrödinger non linéaire dont la solution permet la déter-
mination du comportement aux grands ordres du développement perturbatif
d’une théorie quantique des champs.

Le chapitre 14 est dédié aux séries divergentes et, quand c’est possible, à leur
sommation. En particulier, nous introduisons la notion de sommabilité au sens
de Borel et la transformation de Borel.
Les méthodes numériques décrites dans les chapitres 12-14 ont été utilisées,

en particulier, pour la détermination des exposants critiques, et d’autres quanti-
tés universelles, dans des transitions de phase continues.
Enfin, nous décrivons une méthode originale de sommation de séries diver-

gentes, la méthode ODM (en anglais order-dependent mapping), qui est basée
sur des transformations conformes dépendantes de l’ordre.
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[22] J.P. Ramis, Séries divergentes et théories asymptotiques, Panoramas et
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Chapitre 1

Intégrales de contour ou curvilignes dans le plan

Dans ce chapitre, nous listons quelques définitions et introduisons les notions
de contours et intégrales de contour. Nous illustrons ces notions dans le cadre
du magniétisme dans le plan.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Quelques définitions

Notation. Nous utiliserons partout dans ce livre la notation internationale
plutôt que la notation française pour les fonctions hyperboliques.

Fonctions différentiables. Soit D un ouvert du plan R
2, et soit f une fonction

définie dans D à valeurs réelles ou complexes.

Définition. Une fonction f est différentiable au point {x1, x2} dans D si

f(x1+h1, x2+h2)− f(x1, x2) =
∂f(x1, x2)

∂x1
h1+

∂f(x1, x2)

∂x2
h2+ o

(√
h2
1 + h2

2

)
,

où la notation o(x) signifie o(x)/x → 0 pour x → 0.

Remarque importante. L’existence de dérivées partielles à un point {x1, x2}
ne suffit pas à assurer la différentiabilité en ce point. Par exemple, la fonction

f(x1, x2) = x1ε(x2), avec

⎧⎨
⎩

ε(x) = 1 pour x > 0
ε(x) = 0 pour x = 0
ε(x) = −1 pour x < 0,

a deux dérivées partielles au point x1 = x2 = 0,

f(x1, 0) = 0,
∂f(x1, 0)

∂x1
= 0, f(0, x2) = 0,

∂f(0, x2)

∂x2
= 0,

mais n’est pas différentiable en ce point. Choisissons en effet h1 = h2 = h > 0.
Alors,

f(h, h)− f(0, 0)− ∂f(0, 0)

∂x1
h− ∂f(0, 0)

∂x2
h = f(h, h) = h,

une quantité qui ne s’annule pas plus vite que h quand h tend vers zéro.
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Par contre, si f possède des dérivées partielles en tout point suffisamment
voisin de {x1, x2} et que ces dérivées partielles sont continues en {x1, x2} alors
f est différentiable en ce point. Enfin, une fonction qui admet des dérivées
partielles continues dans un ouvert D (et qui est donc différentiable en tout
point) est dite continûment différentiable dans D.

Définition. Un domaine ouvert D est connexe si l’égalité D = O1 ∪ O2 avec
O1 et O2 ouverts disjoints, entrâıne que O1 ou O2 est vide.

Définition. Un domaine D du plan est simplement connexe si toute courbe
continue fermée peut, par déformation continue, être réduite à un point appar-
tenant à D.

Cette propriété d’un domaine ouvert D du plan jouera un rôle important par
la suite.

1.1.2 Contours : définition

Dans cette section, nous définissons les notions de contour puis d’intégrale de
contour. Nous discutons ensuite les notions d’indépendance de contour des
intégrales et de courbure d’un champ de vecteurs. Dans ce but nous rappelons
d’abord quelques notions importantes.

Nous introduisons dans cette section la notion d’intégrale de contour. Il est
donc nécessaire de définir d’abord la classe de contours ou chemins que nous
utiliserons. En fait, ils correspondent à la notion intuitive d’arcs de courbe
orientés sans points doubles. Un chemin différentiable C du plan est une
application continue d’un intervalle fermé [a, b] dans le plan R

2,

s �→ x(s), x(s) ≡ {x1(s), x2(s)},

telle que les coordonnées cartésiennes (x1(s), x2(s)) soient des fonctions conti-
nûment dérivables de s (à dérivées continues).

Par convention, nous choisissons des chemins orientés dans le sens des valeurs
croissantes du paramètre s : x(a) est alors appelé origine et x(b) extrémité, et
sans points doubles. Un contour est fermé si l’origine et l’extrémité cöıncident.

1.1.3 Changement de paramétrisation

Soit une fonction continûment dérivable s(t), t ∈ [c, d] (c < d), telle que

t(c) = a, t(d) = b, avec s′(t) > 0 ∀ t.

L’application composée de t �→ s(t) et s �→ x(s),

t �→ x
(
s(t)
)
,

définit un autre chemin différentiable, correspondant au même ensemble de
points du plan. Ces chemins sont reliés par changement de paramétrisation.
Ils forment une classe d’équivalence. En effet, un chemin est équivalent à lui-
même par s ≡ t. La propriété est symétrique car t(s) est également continûment
dérivable puisque t′(s) = 1/s′(t) > 0. Enfin, on vérifie qu’elle est transitive en
faisant deux changements de paramétrisation successifs.
Enfin, un changement tel que s′(t) < 0 ∀t inverse l’orientation du chemin.
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Exemple. Une ellipse peut être paramétrée par

x1 = R1 cos s, x2 = R2 sin s, s ∈ [−π,+π],

et correspond à un chemin différentiable puisque les fonctions cos s et sin s sont
continûment dérivables. Le changement de paramétrisation

s = 2arctan t ⇒ t = tan(s/2),

est un changement de paramètres de la classe définie ci-dessus pour tout inter-
valle fermé t ∈ [c, d] puisque

s′(t) =
2

1 + t2
,

est une fonction continue et positive. Notons que les valeurs s = ±π sont
exclues.

Chemin différentiable par morceaux. On appelle chemin différentiable par
morceaux une application continue d’un intervalle [a, b] de R dans le plan R

2,

s ∈ [a, b] (avec a < b) �→ x(s) avec x ∈ R
2,

telle qu’il existe une subdivision de l’intervalle [a, b] en un nombre fini d’inter-
valles partiels de façon que les restrictions de l’application à tous les sous-
intervalles soient continûment dérivables. Géométriquement cela implique que
la courbe correspondante admet une tangente sauf en un nombre fini de points.
Ce que nous appellerons contour par la suite est une classe d’équivalence de

chemins différentiables par morceaux.

1.1.4 Intégrales de contour

Nous considérons des intégrales de contour définies de la façons suivante : une
intégrale de contour est une intégrale le long d’un chemin différentiable par
morceaux qui dépend du contour, mais pas de sa paramétrisation. Un exemple
simple permet d’illustrer cette notion.

La longueur d’une courbe est donnée par une intégrale de contour. Soit en
effet un chemin différentiable x(s) ≡ {x1(s), x2(s)}. La longueur du vecteur
dérivée |dx/ds| dont le carré est donné par

∣∣∣∣dxds
∣∣∣∣
2

=

(
dx1

ds

)2

+

(
dx2

ds

)2

,

est une fonction positive continue. La longueur L de la courbe qui va du point
x(a) au point x(b) est donnée par

L =

∫ b

a

ds

∣∣∣∣dxds
∣∣∣∣ < ∞. (1.1)
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L’intégrale existe parce que l’intégrant est une fonction continue et l’intervalle
d’intégration est fini. Par ailleurs, dans un changement de paramétrisation
s �→ t de la classe définie dans la section 1.1.3, on trouve (dérivée en châıne)

dxμ(s)

ds
=

dxμ

(
s(t)
)

dt

dt

ds
⇒
∣∣∣∣dxds
∣∣∣∣
2

=

(
dt

ds

)2 ∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣
2

,

et

L =

∫ t(b)

t(a)

dt
ds

dt

∣∣∣∣ dtds
∣∣∣∣
∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ =
∫ d

c

dt

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ ,

où nous avons utilisé explicitement la condition ds/dt = 1/(dt/ds) > 0.
Nous avons donc vérifié que, comme attendu, la longueur d’un arc de courbe

ne dépend pas de la paramétrisation choisie. De plus, avec notre définition, tout
contour a une longueur finie L. Pour un chemin différentiable par morceaux,
l’argument s’applique à chaque sous-intervalle et le nombre de sous-intervalles
est fini. La longueur totale est la somme des longueurs partielles.

1.2 Champs de vecteurs du plan et intégrales de contour

Soit l’ensemble de vecteurs réels A(x) ≡ {A1(x), A2(x)}, x ≡ {x1, x2}, à deux
composantes, fonctions continues dans un ouvert connexe D du plan. Nous
appelons un tel ensemble de vecteurs champ de vecteurs, ou champ vectoriel.
Nous considérons un contour différentiable x(s) ≡ {x1(s), x2(s)}, s ∈ [a, b]

appartenant à la classe définie dans la section 1.1.2. Nous définissons alors
l’intégrale de contour sur un vecteur A appartenant à l’ensemble par

IC =

∫ b

a

dsA
(
x(s)
)
· dx
ds

, (1.2)

où nous notons par A(x) · dx le produit scalaire
∑

μ=1,2 Aμdxμ.
Dans un changement de paramétrisation s �→ t, la forme de l’intégrale ne

change pas en vertu de l’identité (dérivée en châıne)

dt
dx
(
s(t)
)

dt
= dt

dx

ds

ds

dt
= ds

dx(s)

ds
.

L’intégrale IC ne dépend donc que du contour géométrique C, et non de la
paramétrisation choisie. Nous l’appellerons donc intégrale de contour et nous
utiliserons la notation

IC =

∮
C

A(x) · dx, (1.3)

sans référence à une paramétrisation explicite.

Invariance par rotation. Les produits scalaires dans les intégrales (1.2, 1.3)
montre que l’intégrale reste invariante dans des rotations identiques des vecteurs
A et x.



Propriétés des champs de gradient 5

Convention. Sans perte de généralité, nous choisirons par la suite en général
a = 0, b = 1, sauf quand nous serons amenés à faire tendre a ou b vers l’infini.
En effet, il est toujours possible de se ramener à cette situation par le chan-
gement de paramétrisation s �→ t,

s(t) = a+ (b− a)t.

Sauf indication contraire, nous serons toujours par la suite dans des situa-
tions où, comme ici, les intégrales de contour convergent absolument. En effet,
puisque A(x(s)) est continu pour s ∈ [0, 1], le module de A(x(s)) est borné,

|A(x)| =
√

A2
1(x) +A2

2(x) < M.

En conséquence,

|IC | ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣A(x) · dx
ds

∣∣∣∣ ds ≤
∫ 1

0

|A(x)|
∣∣∣∣dxds
∣∣∣∣ ds

≤ ML(C), (1.4)

où L(C) est la longueur (finie) de la courbe (Éq.(1.1)).

1.3 Propriétés des champs de gradient

Champs de gradient. Nous considérons un champ de vecteurs

A(x) ≡ {A1(x), A2(x)}

continus dans un domaine ouvert simplement connexe D et tel qu’en tout point
de D, A(x) peut être exprimé comme le gradient d’une fonction continûment
différentiable Λ(x),

Aμ(x) =
∂Λ

∂xμ
, μ = 1, 2. (1.5)

Nous pouvons aussi noter cette relation de façon vectorielle

A(x) = ∇Λ(x), (1.6)

où ∇ est l’opérateur gradient (∂/∂x1, ∂/∂x2). L’intégrale de contour (1.2)
devient alors

IC =

∫ 1

0

ds
2∑

μ=1

∂Λ
(
x(s)
)

∂xμ

dxμ

ds
=

∫ 1

0

ds
dΛ
(
x(s)
)

ds
= Λ
(
x(1)
)
− Λ
(
x(0)
)
,

où nous avons utilisé la propriété de dérivées en châıne.

Conclusion. Quand le vecteurA est le gradient d’une fonction Λ continûment
différentiable, l’intégrale ne dépend pas du contour mais uniquement des valeurs
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de Λ aux points origine et extrémité du contour. Dans le cas d’un chemin fermé,
l’intégrale donc s’annule.
Corrolaire. Si dans un domaine ouvert, des chemins fermés existent sur

lesquels l’intégrale ne s’annule pas, le domaine n’est pas simplement connexe.
Convention. Par la suite les chemins fermés seront toujours orientés dans le

sens des arguments croissants.

Réciproque. Nous avons montré que l’intégrale d’un vecteur gradient sur un
chemin fermé est nulle. Réciproquement, montrons que si, pour tout chemin
fermé de D l’intégrale de contour (1.3) s’annule, le champ de vecteurs est un
champ de gradients.
Choisissons un point fixe arbitraire y de D (changer ce point change Λ(x)

par une constante) et définissons la fonction Λ(x) par l’intégrale de contour

Λ(x) =

∫ 1

0

dsA
(
ξ(s)
)
· dξ(s)

ds
, (1.7)

avec ξ(0) = y, ξ(1) = x et C est un contour quelconque joignant y à x. Puisque
la différence entre les intégrales correspondant à deux chemins différents joi-
gnant y à x correspond à un chemin fermé, elle s’annule, et donc Λ(x) ne
dépend pas du contour choisi. Calculons alors Λ(x+ h)− Λ(x) dans la limite
où |h| → 0. Pour |h| suffisamment petit, le segment de droite qui joint x + h
à x appartient à D. On peut donc choisir de joindre y à x + h en allant de
y à x puis de x à x + h par le segment de droite ξ(s) = s(x + h) + (1 − s)x,
s ∈ [0, 1]. Alors dξ/ds = h et

Λ(x+ h)− Λ(x) =

∫ 1

0

dsA
(
ξ(s)
)
· h.

Comme A(ξ) est continu et |ξ(s)− x| < |h|,∣∣A(ξ(s))−A(x)
∣∣ < ε(|h|),

où ε(|h|) tend vers zéro avec |h|. Nous en déduisons

Λ(x+ h)− Λ(x) = A(x) · h+ o(|h|).
(La notation o(x) a été définie dans la section 1.1.1.) La fonction Λ(x) est donc
continûment différentiable, et

Aμ(x) =
∂Λ(x)

∂xμ
, pour μ = 1, 2.

Conclusion : dans un domaine ouvert simplement connexe, une condition
nécessaire et suffisante pour que l’intégrale d’un champ de vecteurs s’annule
sur tout contour fermé est que le champ de vecteurs soit un champ de gradient.

Notation. Dans R
d, l’espace à d dimensions, (et donc dans R

2), nous utili-
serons souvent par la suite la notation simplifiée

∂μX ≡ ∂X

∂xμ
, pour xμ ∈ R

d. (1.8)

Cette notation s’étendra aussi à des vecteurs et variables complexes.
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G

gaussienne, moments de la distribution,

69.

Green–Riemann, identité de, 7, 8.

groupe de renormalisation, 161.

groupe SL(2, R), 121.

I

identité de Green–Riemann, 10.

intégrale de contour, 2, 3, 4.

invariance de jauge, 16.

invariance par rotation, 4.

J

jacobien, 9.

L

Lagrange, formule de, 59.

lagrangien, 15.

laplacien, 25.

Laurent, série de, 52.

lemme de Goursat, 167.

lemme de Szegö, 94.

M

matrices

de Stieljes, 134,

approximants de Padé, 137.

fractions continues, 136.

et approximants de Padé, 134.

méthode

des résidus, 46.

du col, 81.

d’intégration, 139.

du col complexe, 81.

du col réelle, 80.

ODM, 163.

Morera, théorème de, 31.

multivaluée, 56.

N

Neville, table de, 146.

non-commutativité, 119.

O

opérateur gradient, 5.

order-dependent mapping, 163.

ouvert simplement connexe, 22, 23.

P

Phragmén–Lindelöf, principe de, 77, 168.

Picard, théorèmes de, 51.

plan coupé, 55.

points de branchement, 56.

polynômes

de Laguerre, 142.

de Legendre, 132, 144.

orthogonaux, 130.

prolongement analytique, 31.

propriété de Hergloiz, 121.

Q

quadrature gaussienne, 131.

R

racines complexes, 150.

relation de dispersion, 85.

représentation de Cauchy, 29.

résidu, formule du, 46.

Riccati, équation de, 100.

Riccati, équation discrète de, 154.

Riemann, surface de, 56.

S

Schwarz, lemme de, 34.

série asymptotique, 157.

série de Taylor, convergence, 38.

singularité essentielle, 50.

singularités confluentes, 149, 150.

sphère de Riemann, 48.

Stieljes, fonction de, 125.

Stirling, formule de, 67, 79, 83.

suites de fonctions analytiques, 37.

Szegö, lemme de, 94.

T

théorème

de Carlson, 65, 167.

de Liouville, 33.

de Morera, 31.

des deux cercles, 58.

du module maximum, 33.

transformation

affine, 60.

conforme, 26, 59, 159.

de Borel, 79, 87.

homographique, 60.
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V

variable complexe : définition, 21.

vecteur gradient, 6.

vecteur : rotationnel, 7.

vortex, 19.

W

Wick, théorème de, 70

Wynn, identité de, 115, 174.

Z

zéros d’une fonction analytique, calcul, 42.
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