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« On a déja plusieurs traités de mécanique, mais le plan de celui-ci est entierement
neuf. Je me suis proposé de réduire cette science, et I'art de résoudre les problemes
qui s’y rapportent, a des formules générales, dont le simple développement donne
toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque probleme. J’espere que

la maniére dont j’ai taché de remplir cet objet, ne laissera rien a désirer. »

Joseph Louis de Lagrange (1736-1813), Mécanique analytique, Paris, 1788.







Avant-propos

La mécanique analytique, initiée des le xviii® siecle par les pionniers Lagrange et
Hamilton, est strictement équivalente a la mécanique classique de Newton. Cepen-
dant elle présente deux particularités : la premiere est d’étre congue a partir de
grandeurs scalaires (les énergies) et la deuxiéme est que les équations du mouvement
sont invariantes dans un changement de coordonnées. Elle est considérée comme
une formulation duale de la mécanique classique et joue un rdle central en mé-
canique quantique et en théorie des champs. Bref il s’agit d’'un formalisme bien
adapté au calcul analytique et fondé sur deux principes cardinaux : le principe de
moindre action et le principe des puissances virtuelles. Le premier on le doit aux
peres fondateurs précités, alors que la paternité du second revient a d’Alembert. 11
convient de préciser que les calculs d'usage en mécanique analytique sont algébriques,
donc programmables. Ce qui explique son grand succes dans I’étude des systemes
complexes comportant un grand nombre de parametres. C’est le cas, par exemple,

des systemes non linéaires et des régimes chaotiques hamiltoniens.

L’objectif principal du présent ouvrage est de fournir au lecteur les notions de base
et les rudiments de la mécanique analytique. Tout d’abord il faut préciser que 'idée
principale de la mécanique lagrangienne est d’éliminer les forces inconnues de liaison
et de ne décrire le systéme que par des coordonnées indépendantes. Ces coordonnées
portent le nom de « coordonnées généralisées ». Elles sont arbitraires et peuvent
représenter indifféremment une longueur, un angle, etc. Néanmoins, ces coordonnées
sont suffisantes pour décrire de maniere univoque et intrinseque 1’évolution d’un

systeme si I’on tient compte des contraintes.

En mécanique analytique, on s’intéresse souvent aux symétries des problemes et aux
quantités conservées qui leur sont associées. Les lois de conservation de 1’énergie,
de impulsion et du moment cinétique sont déduites de I’homogénéité du temps,
de '’homogénéité et de l'isotropie de 'espace. Cette corrélation invariance/lois de

conservation a été mise en évidence par une mathématicienne allemande du nom
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d’Emmy Noether. Elle est la premiere a avoir mis en lumiere la dialectique existante
entre les symétries éventuelles et les lois de conservation d’une grandeur physique.
Le fameux « théoreme de Noether » que nous a légué cette jeune prodige est I'un
des théoremes les plus puissants de la physique moderne. Il joue un réle central en
théorie des champs quantiques et fut qualifié par Einstein de « monument de la

pensée mathématique ».

Un second objectif de 'ouvrage est de mettre en exergue les subtilités de la mécanique
analytique et d’aider le lecteur a maitriser la technique d’obtention systématique
des équations de Lagrange, afin d’exploiter pleinement le potentiel qu’offre cette

belle théorie.

L’ouvrage se compose de deux parties : la premiere partie, consacrée aux notes
de cours, aborde un principe incontournable en mécanique analytique : le principe
des puissances virtuelles. Ce dernier et les équations de Lagrange qui en découlent,
constituent le socle de la mécanique lagrangienne. Ces notes sont truffées d’ap-
plications pédagogiques, d’exemples génériques et de conseils méthodologiques, et
ce, afin de les simplifier et de les rendre plus didactiques. Le chapitre 1 aborde la
notion clé de paramétrage car en mécanique analytique, pour un méme probleme, on
peut avoir plusieurs paramétrages et les équations du mouvement qui en découlent
seront différentes selon le paramétrage choisi. Le chapitre 2 introduit une notion, qui
n’existe pas en mécanique de Newton, et qui est plutdt « abstraite », ¢’est la notion
de « vitesse virtuelle ». Cette notion constitue la pierre angulaire du principe des
puissances virtuelles qui fait 'objet du chapitre 3. Alors que le principe fondamental
de la dynamique fait appel a des grandeurs vectorielles (forces et accélération), le
principe des puissances virtuelles s’énonce en termes de puissances qui sont des
grandeurs scalaires. Le chapitre 4 est un corolaire du chapitre 3. Nous y exposons la
méthodologie a suivre pour obtenir les équations de Lagrange a partir du principe
des puissances virtuelles. A cette fin, on fait appel a la notion de « champ de vitesses
virtuelles ». Le chapitre 5 met la lumiere sur les intégrales premieres du mouvement.
On distingue deux types d’intégrales premiéres : les intégrales premiéres linéaires (in-
tégrale premiere cinétique et intégrale premiere de Jacobi) et les intégrales premieres
quadratiques (intégrale premiere de 1’énergie cinétique et intégrale premiere de
Painlevé). Enfin pour boucler la boucle, le chapitre 6 traite des problemes d’équilibre
et de stabilité. Deux approches sont envisagées : I'approche directe symbolisée par
le théoreme de Lejeune-Dirichlet et 'approche indirecte incarnée par le théoreme de

Liapunov.
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La deuxieme partie de cet ouvrage est une anthologie de sujets d’examens corrigés.
Ces sujets, dont une bonne partie est originale, sont répartis et structurés en trois
recueils de cinq épreuves chacun : le premier recueil regroupe des sujets relativement
simples. Le deuxieme recueil regroupe des sujets plus ardus, nécessitant plus de
réflexion. Quant au troisieme, c’est un florilege de sujets types permettant a I’étudiant
d’aller plus loin dans ’exploration de cette science et de maitriser la technique de

résolution par la méthode de Lagrange.

Cet ouvrage est destiné aux lecteurs connaissant déja la mécanique des solides rigides.
De nombreux livres, dont certains sont excellents, sont basés sur cette approche
(voir références bibliographiques). En revanche, la littérature francophone sur les
formulations de Lagrange et de Hamilton laisse a désirer! Nous espérons que le

présent ouvrage contribuera, tant soit peu, a combler cette lacune.

Le livre s’adresse aux étudiants de licence, de master ou des écoles d’ingénieurs
qui s’intéressent a une étude approfondie de la mécanique analytique, ainsi qu’aux
ingénieurs et a toute personne désireuse d’acquérir des bases solides dans cette disci-
pline. Espérons que cet ouvrage apporte une aide précieuse et un outil indispensable
de travail aux étudiants et aux candidats qui désirent entreprendre une préparation
sérieuse aux concours de CAPES et d’agrégation de mécanique. Nous souhaitons a
tout le monde, éleves, étudiants, professeurs et candidats aux concours, de tirer le

meilleur profit de ce livre.

Les auteurs
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CHAPITRE

Paramétrage et liaisons

Objectifs pédagogiques

Définir le paramétrage d’un systéme matériel

Définir I'espace de configuration

Définir les liaisons et leur nature

Définir le nombre de degrés de liberté d'un systéme matériel

Définir les paramétres primitifs

auaaaad

Définir les coordonnées généralisées d'un systéeme matériel

Notions abordées

@ Paramétrage d'un systéeme matériel

® Paramétrage strict
® Paramétrage surabondant
@ Liaisons holonomes-Liaisons non holonomes

@ Liaisons bilatérales-Liaisons unilatérales
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Chapitre 1. Paramétrage et liaisons

Liaisons principales-Liaisons complémentaires
Parametres primitifs

Nombre de degrés de liberté

Coordonnées généralisées

Equation de configuration

Espace de configuration




1.1 Paramétrage d’un systéme matériel 15

Pour débuter I’étude du mouvement des systemes solides, il est important de
savoir caractériser leurs positions dans un repere par un paramétrage. Celui-ci est 1ié
a la modélisation géométrique du systeme. La mécanique lagrangienne se distingue
par le fait que le paramétrage y joue un rdle important. En effet, pour un méme
probleme, on peut choisir différents paramétrages et les équations de mouvement qui
en découlent seront différentes selon le paramétrage choisi. Par ailleurs, les solides
sont liés par des liaisons qui limitent leur mouvement, ce qui impacte le choix du

paramétrage. Il est donc nécessaire de donner une description de ces liaisons.

1.1 Paramétrage d’un systeme matériel

On considére un systéme matériel (X) en mouvement par rapport & un repeére
R(O,%,4,Z). On suppose que ce systéme est composé de p points matériels (P;) et
de s solides rigides (S;); (X) = (P;) U (S)).

Faire le paramétrage d’un tel systéme, c’est définir les parametres qui déterminent

sa position a chaque instant ¢.

1.1.1 Cas d’un point matériel

Considérons un point matériel (P) en mouvement par rapport a un repere R(O, T, ¢/, 2).

A

(¥
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Dans ce cas on a :

O?:xf—i—yzj—i—zz*; Vit

I nous faut 3 parametres (z,y, z) pour définir la position du point matériel (P). On

dit que le systéme défini par le point matériel (P) est a 3 degrés de liberté.

Exemples

® coordonnées cartésiennes : O—f’ = O?(CL’, Yy, 2) = q=(x,y,2)
® coordonnées cylindriques : &% = ﬁ(p, ©,2)=q=1(p,0,2)

® coordonnées sphériques : O? = O?(r, 0,0)=q=(r0,9)

1.1.2 Cas d’un solide rigide

Soit (S) un solide rigide en mouvement par rapport a un repére R(O, Z, ¥, 2).
Dans ce cas, il nous faut 6 parametres pour définir la position du solide a chaque

instant :
® Les 3 coordonnées d’un point du solide.
® Les 3 angles d’'Euler (1,6, ¢) définissant la rotation du solide.

On dit que le systeme défini par un solide rigide est a 6 degrés de liberté.

A

(S)

Q
|
v
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intégrale premiere de Painlevé, 118, 125,
142-144, 338

intégrale premiere du mouvement, 133,
227, 340

intégrale premiere quadratique, 312, 318

intégrales premieres linéaires, 131

L

lagrangien du systeme, 107, 174, 244, 297

lemme de Painlevé, 141, 144

liaison, 18, 19

liaison bilatérale, 25, 157, 225

liaison complémentaire, 35, 178, 210, 235,
337

liaison extérieure, 20

liaison géométrique, 20, 27, 170

liaison holonome, 21, 26, 46, 278

liaison intérieure, 21, 122

liaison non holonome, 50, 114, 230, 247

liaison pivot, 258, 266, 338

liaison primitive, 210, 337

liaison principale, 26, 33

liaison prismatique parfaite, 189

liaison rhéonome, 265

liaison rotoide, 82

liaison semi-holonome, 23

liaison unilatérale, 25

linéarisation des équations de Lagrange,
166

M

matrice d’inertie, 118, 205, 299, 325

matrice hessienne, 181, 198

matrice a valeurs propres négatives, 181

moment dynamique, 301, 351

moments principaux centraux d’inertie,
249, 295

mouvement d’un culbuto, 283

mouvement d’un disque avec un trou cir-
culaire, 115

mouvement d’un ellipsoide sur un plan

lisse, 242
mouvement d’une bille dans un cerceau,
157

mouvement d’une sphere sur une tige, 242
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mouvement virtuel, 98, 272

P

parametres de configuration, 203, 285, 350

parameétres principaux, 26, 52, 104

paramétrage d’'un systeme matériel, 13,
15

paramétrage indépendant du temps, 140

paramétrage strict, 19, 20

paramétrage surabondant, 20

pendule double, 181

pendule pesant, 76

plan incliné, 233, 235

plan vertical, 179, 258

plaque triangulaire, 283, 284

point géométrique de contact, 233, 258

point matériel, 132, 150, 157

positions d’équilibre, 170, 174, 197

principe des puissances virtuelles, 38, 79,
104, 285

puissance réelle, 66, 83, 339

puissance virtuelle, 206, 210, 220, 235, 244

puissance virtuelle des quantités d’accélé-
ration, 126

R

repere galiléen, 26, 107, 146, 167, 203, 243

repere orthonormé direct, 136, 154, 172,
203

rotation propre uniforme, 67, 215

rotation uniforme, 132, 260

rotation virtuelle, 80

roulement sans glissement d’'un cerceau

sur un plan, 114
réaction normale, 281

révolution homogene, 274

S

schématisation des efforts, 65

solide indéformable, 203

solide rectiligne, 17

solide rigide, 16

sphere pleine homogene, 225

stabilité d’un équilibre paramétrique, 177
systéeme matériel, 17, 34, 72, 188

systeme pendulaire complexe, 216

T

théoreme d’Euler, 129, 138, 140
théoreme de Lejeune-Dirichlet, 178, 197
théoremes généraux, 95, 131, 297

tige solidaire, 132

tige soudée a une demi-sphere, 203
transformation incompatible, 123
transformation virtuelle, 83, 85

translation uniforme, 21, 276

\%

vecteur accélération, 100

vecteur unitaire, 216, 250

vecteur vitesse de pivotement, 32
vecteur vitesse de roulement, 31

vitesse angulaire, 67, 338, 350

vitesse de glissement, 210, 219, 235, 259
vitesse réelle, 48-50

vitesses virtuelles, 205, 313



	Mécanique analytique de Lagrange
	Avant-propos
	Table des matières
	Partie A : notes de cours
	1 - Paramétrage et liaisons
	1.1 Paramétrage d’un système matériel




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




